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• 描述强相互作用的理论。
• 拉氏量

q表示夸克，u，d，s                          
a表示颜色，红，绿，蓝
μ表示四矢量指标
C表示8个SU(3)群的生成元(颜色的)

ψ表示夸克场
A表示胶子场
f表示SU(3)群的结构常数

胶子相互作用夸克质量项夸克协变的
四动量项

夸克胶子
的相互作
用项
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由于夸克被禁闭在强子
(质子，中子，π介子等)

内，所以强子是参与强
相互作用中最小的可见
粒子，研究强子的性质
是唯一能正确理解QCD

的途径，特别是谱学的
研究。

量子色动力学
QCD-Quantum chromodynamics



实验观测量
微分截面，衰变宽度

共振态性质：质量，宽度，极点位
置，耦合常数，结构......

QCD 理论

强子物理



什么是Lattice QCD
• 将QCD 的基本自由度定义在离散的四维欧氏时空格子上。

• 夸克和反夸克场被定义在格点上，规范场则定义在相邻两格点间的链接上。

• 超立方格子的体积为(Nsa)
3 x (NTa), 其中格点间距a 和空间方向上长度Nsa 提供了量

子场论的紫外和红外截断。
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• 利用路径积分量子化进行表述，格点QCD 形式上类似于一个统计物理模型。如果将所

有的场变量集中记为ϕ，相应的有效作用量记为S[ϕ]，则我们感兴趣的任何一个物理

量O[ϕ] 的期望值⟨O⟩ 可以表达为，

• 其中P[ϕ] 是场应当服从的玻尔兹曼分布。这非常类似于一个统计系统中的系综平均值，

Z 即为配分函数——包含了系统所有的物理。正是这种相似性使得Monte Carlo方法的

使用成为可能。
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Z 即为配分函数——包含了系统所有的物理。正是这种相似性使得Monte Carlo方法的

使用成为可能。

• 相应的，典型的格点QCD 数值计算也可以分为三大步骤：

• 第一，利用Monte Carlo 算法产生正确分布的规范场组态；

• 第二，从正确分布的组态中取样对感兴趣的物理量O[ϕ] 进行测量；

•

• 第三，把有限体积内的物理量和真实的物理量相联系。
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T 矩阵，
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Lüscher’s 方法
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• Hamiltonian with discrete momentum
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(𝐻0+𝐻𝐼) |Ψ > = 𝐸 | Ψ >
Eigen-Value Lattice Spectrum 

Eigen-Vector 

• Hamiltonian Matrix for discrete momentum



实离散的动量空间实连续的动量空间

复连续的动量空间
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1. 拟合实验数据确定模型参数。

2. 模型确定后，在有限体积中写出相应的哈
密顿矩阵。由于格点中π质量是非物理的，
我们还需要一个和π质量相关的参数。

3. 计算本征值和本征矢量去理解格点数据，
用格点数据再来筛选模型。

哈密顿有效方法步骤

将来随着格点数据增多，我们也可以实现实验数据和格点数据的联合拟合！



L*(1405)

• I=0,  pS,`KN, L and`KX

• I=1,  pS,`KN, pL

Zhan-wei Liu etc. Phys.Rev. D95 (2017) no.1, 014506

Weinberg – Tomozawa Term



L*(1405)

the L*(1405) is predominantly a 
molecular`K N bound State,

Zhan-wei Liu etc. Phys.Rev. D95 (2017) no.1, 014506



N*(1535)

• 2 Channels:  pN and N

Zhan-wei Liu etc. Phys.Rev.Lett. 116 (2016) no.8, 082004



N*(1535)

The main components 
(at least 50% ) of 
N*(1535) is from the 3 
quark core.

Zhan-wei Liu etc. Phys.Rev.Lett. 116 (2016) no.8, 082004



N*(1440)

No State 
extracted from 
3 quark 
operator



N*(1440)

No State 
extracted from 
3 quark 
operator

Jia-jun Wu etc. arXiv: 1703.10715

C. B. Lang, etc. Phys.Rev. D95 
(2017) no.1, 014510



N*(1440)

Include 3 channels: pN, p and sN

Jia-jun Wu etc. arXiv: 1703.10715



N*(1440)

The Second scenario with a bare state for 
N*(1440) fit the experimental data well. 
But the largest possibility for  bare state 
does not touch the lattice point. Thus, it 
fails to explain Lattice data.

The first scenario with a bare state for P11 
around the pole at 2.0 GeV can fit both 
Lattice data and experimental data well, it 
indicates that N*(1440) seems a re-
scattering state, and first radial excitation
of nucleon should be around 2.0 GeV.

Jia-jun Wu etc.  arXiv: 1703.10715



N*(1440)

C. B. Lang, etc. Phys.Rev. D95 
(2017) no.1, 014510

Ns

Np
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C. B. Lang, etc. Phys.Rev. D95 
(2017) no.1, 014510

Ns
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It is not a FIT !!!



N*(1440)

C. B. Lang, etc. Phys.Rev. D95 
(2017) no.1, 014510

We need more data and detailed study, for the contribution from Npp three body.

Ns

Np

It is not a FIT !!!

Npp
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+ 2+ , 4+ ,  …. 

A2
- 3- , 7- , 9- ,  …. 

T1
- 1- , 3- , …. 

T2
- 3- ,   …. 

9. Partial Wave Mixing in Hamiltonian Effective Field Theory 
Yan Li, Jia-jun Wu, C. D. Abell, Derek B. Leinweber, Anthony W. Thomas  

Phys.Rev. D101 (2020) no.11, 114501
10. Hamiltonian effective field theory in elongated or moving finite volume

Yan Li, Jia-jun Wu, Derek B. Leinweber, Anthony W. Thomas

e-Print: 2103.12260 [hep-lat]

https://journals.aps.org/prd/abstract/10.1103/PhysRevD.101.114501
https://arxiv.org/abs/2103.12260


Finite volume VS Infinite volume

O(3) Oh

0+ A1
+

1- T1
-



O(3) Oh

0+ A1
+

1- T1
-

2+ E+  T2
+

3- A2
- T1

- T2
-

4+ A1
+  E+  T1

+ T2
+



P-Matrix



P-Matrix



P-Matrix



O(3) Oh

0+ A1
+

1- T1
-

2+ E+  T2
+

3- A2
- T1

- T2
-

4+ A1
+  E+  T1

+ T2
+



Moving and Elongated system
Pure Moving system 

不同能量点上的数据越多，我
们对整个物理系统的了解就越
多，所以要尽可能的经济的产
生更多的格点数据。于是非静
止系，非正方体格子的能谱也
对限制物理系统的参数有重要
的意义。



Moving and Elongated system
Pure Moving system 

Moving and Elongated system 

Moving        Elongated      mass
A:       No                    No any
B:       Yes                   Yes unequal
C1:     No                    Yes               any
C2:     Yes                   Yes equal



Moving and Elongated system

Moving        Elongated      mass
A:       No                    no any
B:       Yes                   Yes unequal
C1:     No                    Yes               any
C2:     Yes                   Yes equal

Moving and Elongated system 



Example of Isospin-2 Scattering



Example of Isospin-2 Scattering



Example of Isospin-2 Scattering



Example of Isospin-2 Scattering
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无限体积元中的三体系统
• Non-Relativistic Effective Field Theory (NREFT)

Phys.Rev. D97 (2018) no.11, 114508 Doring, Hammer, Mai, Pang, Rusetsky, Messiner, Wu
Phys.Rev. D99 (2019) no.07, 074513 Jin-Yi Pang, Jia-Jun Wu, H.-W. Hammer, A. Rusetski, U. Messiner
Phys.Rev. D102(2020)no. 11, 114515  Jin-Yi Pang, Jia-Jun Wu, Li-Sheng Geng



无限体积元中的三体系统

Dimer 场图像

S-wave



无限体积元中的三体系统

Dimer 场图像解析



无限体积元中的三体系统
Dimer Particle 散射 VS 3 Particles 散射



无限体积元中的三体系统

物理输入

S-wave & O(p) & Non-Relativistic简单模型
散射方程

P.F. Bedaque, H.-W. Hammer, and U. van Kolck NPA 646 444 (1999)
The three-boson system with short-range interactions

基本假设



有限体积元三体系统的量子条件

• 无限体积 ->  有限体积， L

• 动量空间, 

连续 ->   分立 (2π/L) 𝑛 ， 𝑛 = 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3
• Dimer场的传播子,



有限体积元三体系统的量子条件

• 散射方程,

• 量子化条件:



有限体积元三体系统的量子条件
• 简单模型的最低的五个能谱及讨论

紫色: Dimer-Particle 的激发态

黑色: 3-Particle的基态

红色: Dimer-Particle 的基态

蓝色: Dimer-Particle 的束缚态

橙色: 3-Particle 的束缚态



有限体积元三体系统的量子条件
• 这里紫色和黑色线有一个交叉。这个交叉可以帮
助我们分清每条谱线的所代表物理态的意义。

紫色: Dimer-Particle 

的激发态

黑色: 3-Particle的基
态

红色: Dimer-Particle 

的基态

c1, c2, c3 是固定的系数



DDK 系统
主要是为了能够研究Ds0(2317)，这个态和夸克模型预
言的相差很大，而且是一个在DK阈下的束缚态，量子
数0+，我们希望通过三体系统给出其在格点上的信息。

通过具体的计算，我们得到了三个能量区域，
1. 高于DDK阈值的三体散射区
2. 低于DDK阈值高于D Ds0(2317)阈值的两体散射区
3. 低于D Ds0(2317) 阈值的三体束缚区

通过未来三体的格点数据和这个图像的比较，我们就
能够检验物理模型是否正确。
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总结
• 有限哈密顿方法能够连接实验数据，格点数据
以及有效模型。

• 有限哈密顿方法在不同的动量空间来研究同一
个哈密顿量。 包括 复动量空间 / 实动量空间,
连续动量空间 / 离散动量空间。

• 在基本散射态作为基矢的假设下，离散态的本
征矢量可以用以考察共振态的内部成分。据此
我们研究了N*(1535), N*(1440), L*(1405)的结
构，发现 N*(1440), L*(1405)并不能用夸克模
型解释，主要是耦合道动力学产生的共振态。

• 在HEFT框架下考虑有限体积内的角动量混合问
题。

• 用非相对论有效场论考虑了三体系统。



展望

• 在两体体系内搭建好了有限哈密顿方法。
下一步要应用到各种具体的物理系统中。

• 非相对论有效场论考虑了三体系统，关键
是要找到能够表征强子性质的特征量。



谢谢！
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From Sato-Lee model

• For example： pN scattering in the  resonance energy region
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• For example： pN scattering in the  resonance energy region



Other Method

Model (K matrix or others) 

Lattice Spectrum
T matrix

Phase Shift, 
inelasticity

Resonance Properties:    Mass , Width, 
Pole position, Coupling,  structure

Lüscher Equation 



Why equivalent with Lüscher Equation ?

Zeta Function 
as for Luscher

No Singularity

Would be suppressed by   e-Lm
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(𝐻0+𝐻𝐼) |Ψ > = 𝐸 | Ψ >

Infinite-Volume

The eigenstate of Hamiltonian is final scattering state, 
which are continuum, 

这些本征态和共振态是什么关系?

什么是有限体积中的本征态?



Infinite-Volume 
Red dashed line

Finite-Volume 
Black Solid line

Sato-Lee Model for 
(1232) region

离散本征态 VS 共振态

Jia-jun Wu etc.  
Phys.Rev. D95 (2017) 
no.11, 114507

LQCD -> N* resonance -> coupled-channel data

Since PV(E)-> P(E) as volume size increase, P(E) which can be readily calculated using 
ANL-Osaka Hamiltonian can already bridge 



• 3 quark 

• 5 quark

• Meson Cloud + 3 quark core

• Meson-Baryon Molecule

• Dynamical generated state

… … 

问题:   如何区分???

依赖于实验和格点能谱数据的拟合。

一般而言，模型的参数很多，总有办法实现拟合 !!!

共振态重子的结构



• 在有限哈密顿方法下:

Lattice SpectrumEigen-ValuesHamiltonian 
Matrix 

diagnose

Various Models

如何区分模型？？？



• 在有限哈密顿方法下:

Lattice SpectrumEigen-ValuesHamiltonian 
Matrix 

diagnose

Various Models
Ha

Hb

Hc

Sa Ha Sa
-1

Sb Hb Sb
-1

Sc Hc Sc
-1

Diagonal Matrix

The Same

如何区分模型？？？



• 在有限哈密顿方法下:

Lattice SpectrumEigen-ValuesHamiltonian 
Matrix 

diagnose

Various Models
Ha

Hb

Hc

Sa Ha Sa
-1

Sb Hb Sb
-1

Sc Hc Sc
-1

Diagonal Matrix

The Same

如何区分模型？？？

Eigen-Vector



• 在有限哈密顿方法下:

Lattice SpectrumEigen-ValuesHamiltonian 
Matrix 

diagnose

Various Models

如何区分模型？？？

Eigen-Vector

本征矢量是不能被实验直接测量的，因为这个

本征矢量显然不是模型无关的，是依赖于人们如
何理解这些物理态。
在我们的框架下，我们用裸态和非相互作用的

强子态来作为基矢，这就是我们的主要假设。在
这个框架下，我们是可以确定本征矢量，虽然这
些本征矢量还是会依赖于截断参数等模型参数的
影响，但是定性上总可以告诉我们一些本征态的
信息。而这些本征态实际上就是反映了共振态的
信息，所以我们也就是间接了解我们关心的共振
态的信息。

VS

|>:  bare state or non-interaction states
|Y>： eigenstate of interaction Hamiltonian 

Theory or Model Lattice



通过比对本征态和
基矢态的矩阵元

区分模型

哈密顿量

格点能谱
T 矩阵，
相移，
非弹系数

实验观测量
微分截面，衰变宽度

QCD 理论

Lattice QCD

共振态性质：质量，宽度，极点位置，
耦合常数，结构......



不幸的是，现在的格点QCD技术还不能够测量所有的

本征态和相关的矩阵元，尤其是重子共振态的能区。
通常，现在用的都是纯的3夸克的局域算符，介子-重
子非局域的算符还用的比较少。

3夸克的局域算符: 

• 和介子-重子散射态的耦合比较小，更多的是和3夸克态耦合，
即核子激发态。

• 而裸态我们可以认为是独立于介子-重子散射态，是3夸克的激
发态。

• 所以原则上，我们认为3夸克算符会激发含有裸态较多的态。
• 因此，通过3夸克算符得到的本征态应该含有较多的裸态成分。

C. B. Lang, etc. Phys.Rev. D95 
(2017) no.1, 014510



有限体积元三体系统的能移展开
• 前人的工作: 



3-Particle的基态能移, i.e., 0 < mE < L-2



3-Particle的基态能移, i.e., 0 < mE < L-2



3-Particle的基态能移, i.e., 0 < mE < L-2



3-Particle的基态能移, i.e., 0 < mE < L-2











非微扰效应



有限体积元三体系统的能移展开



有限体积元三体系统的能移展开

截断无关



X3 :  L 无关

发散来源

树图，单圈图，两
圈图。



X3 :  L 无关


