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亮孤子 暗孤子

基本孤子类型

孤子的基本特征

暗-亮孤子

粒子性 波动性

一、可积系统与孤子物理简介



拓扑孤子 Nature (2017)

孤子干涉仪 PRL (2015)海洋中怪波现象

光学、玻色-爱因斯坦凝聚、等离子体等非线性系统具有丰富多样的局域波激发动

力学，可积系统理论则为解析探究相关非线性物理及其应用提供了有力工具。 

呼吸子 Nature Photon. (2014)

一、可积系统与孤子物理简介

玻色凝聚体中孤子的实验观测

C. Becker,  et al., Nature Phys. 4, 496 (2008)

C. Hamner,  et al., Phys. Rev. Lett. 106, 065302 (2011)

P. G. Kevrekidis et al., Rev. Phys. 1, 140 (2016)

A. Farolfi, et al, Phys. Rev. Lett. 125, 030401 (2020)

暗-亮孤子：

T.M. Bersano, et al., Phys. Rev. Lett.120, 063202 (2018)

X. Chai, et al, Phys. Rev. Lett. 125, 030402 (2020)

暗-亮-亮孤子：

亮孤子：

暗孤子：

Khaykovich L, et al. Science 296, 1290 (2002)

Burger S, et al, Phys. Rev. Lett. 83, 5198 (1999)

Denschlag J, et al,Science 287, 97 (2000)



一、可积系统与孤子物理简介

当系统完全-可积时 

1967年，Gardner，利用线性薛定谔方程的本征

问题及反问题构造了KdV方程的N-孤子解

1968年，P.D. Lax, Lax 可积性

1972年，Zakharov, Shabat, solve NLSE

1972年，Wadati, solve mKdV

1973年，Ablowitz, Kaup, Newell, Segur 

                AKNS系统 

1886年，Darboux，提出一维定态薛定谔方程的

初等达布变换

1979年，Matveev,  给出KP和户田晶格方程的达

布变换

1982年，Sall, 给出了Sin-Gordon 方程的达布变换

Lax 可积

可求解不同类型的完全-可积非线性数理方程



可积系统与非线性局域波研究还面临一些关键问题：

已发展相对成熟的可积系统理论大都需要特定且严格的边界与守恒量约束

条件，远不能满足真实物理体系研究的需求

非线性系统可积性的探究仍缺乏成熟的一般性理论，亟待发展更具一般性

可积系统分析方法

一、可积系统与非线性局域波简介

没能充分发挥可积系统在探究诸多基本物理问题的优势，亟需拓展它们的

应用范围



一、可积系统与孤子物理简介



1. 发展非线性系统解析求解方法

完全-可积
保守系统

部分-可积
保守系统

部分-可积
非保守系统

完全-可积保守系统：具有无穷多守恒律，可迭代严格解析求解无限解族的系统

部分-可积保守系统：具有有限守恒律，可严格解析求解有限解族（一般不可迭代）

部分-可积非保守系统: 具有特定限制条件下守恒量，可解析求解特定解族的系统

一、可积系统与孤子物理简介

突破Lax可积条件限制

考虑耗散效应引发的物理

更广泛、更贴近
真实物理体系

AKNS系统 

J.B. Gong, et al., Phys. Rev. A 79, 013423 (2009)

Qu，Pitaevskii, PRL 116, 160402  (2016)

Katsimiga, et al., Phys. Rev. A 95, 013621 (2017)

N. Akhmediev, dissipative solitons



1. 发展非线性系统解析求解方法

暗孤子和非简并孤
子解达布变换方法

严格解析求解部分-
可积保守系统变分法

结合Lax非线性散射谱与扰
动变分法求解多孤子吸引子

完全-可积
保守系统

部分-可积
保守系统

部分-可积
非保守系统

解决传统达布变换求解暗
孤子的发散失效问题

突破完全-可积系统的约束条件，
大幅拓展可精确求解区域

克服完全-可积系统理论无法
应用于非保守体系的困难

大幅拓展可积系统理论的
物理适用范围

一、可积系统与孤子物理简介

更广泛、更贴近
真实物理体系



to  be published 

不同宽度暗-亮孤子

完全-可积系统：具有无穷多守恒律，可迭代严格
解析求解无限解族的系统

部分-可积系统：具有有限守恒律，可严格解析求
解有限解族（一般不可迭代）

Phys. Rev. A  (2020)

Phys. Rev. E  (2022)

任意N组分任意非线性的一般性推广

Lax 可积

（2008-2018）

解耦自
洽求解

严格解析
变分法

近似解析
变分法

一、可积系统与孤子物理简介
可积系统理论方法方面



N组分玻色凝聚中的孤子解

N. Mao, L.-C. Zhao, Phys. Rev. E 106, 064206 (2022)

非线性系数都相等时Lax可积

一、可积系统与孤子物理简介



可用于求解任意非线性N-组分耦合薛定谔方程的孤子类型解析解

一、可积系统与孤子物理简介



13

拉格朗日微扰理论

非线性散射谱

多孤子吸引子的解析解

每一个离散谱点
拉格朗日微扰理论研究

任意初态

一、可积系统与孤子物理简介

N. Mao, et al., Phys. Rev. A 111, 023503 (2025)

部分-可积非保守系统



14

不同初态在耗散系统中最终形成具有相同非线性散射谱的多孤
子吸引子；且离散谱数据与变分结果一致。

一、可积系统与孤子物理简介

N. Mao, et al., Phys. Rev. A 111, 023503 (2025)



2. 预言新型局域波动力学

“四花瓣”怪波 自旋孤子

常力驱动自旋孤子的周期振荡

新型局域波类型

新奇动力学现象

非线性自适应约瑟夫森振荡

一、可积系统与孤子物理简介



支撑材料 7.4：外力驱动孤子振荡现象被实验证实

Zhao, Wang, Tang, Yang, Yang, Liu, Phys. Rev. A 101, 043621 (2020)

自旋孤子振荡现象

有效质量 类似于狭义相对论中
质量-速度关系

理论描述与解释

无周期外势

一、可积系统与孤子物理简介
预言新型局域波动力学方面



支撑材料 7.4：外力驱动孤子振荡现象被实验证实

J. Dalibard小组的实验观测

我们的理论预言

Phys. Rev. A 101, 043621 (2020)

一、可积系统与孤子物理简介



支撑材料 7.4：外力驱动孤子振荡现象被实验证实一、可积系统与孤子物理简介

如何利用孤子动力学深入探究相关基础物理问题？



3. 发展非线性局域波物理理论

几何/拓扑性质

孤子干涉 有效质量

精密测量

通过定义孤子的有效波矢和本征能量

等物理量，基于严格解析解定量刻画

了孤子的干涉等波动性质

将狄拉克磁单极理论推广至复空间，

揭示了局域波相位背后普遍存在的

狄拉克磁单极势。

利用变分法解决部分-可积系统中孤子

色散关系分析困难（暗孤子背景引起的

能量发散、粒子亏缺数不一定守恒）

可测量重力加速度、原子间散射长度
等物理量的物质波孤子干涉仪

常力驱动孤子周期振荡中周期和外力
的定量关系可以实现弱力测量

一、可积系统与孤子物理简介



孤子中的拓扑或几何性质？



Thouless pump of solitons周期外场驱动孤子中的拓扑效应

拓扑背后一般跟虚拟磁场有关，虚拟磁场还可以产生几何相位等可观测效应

线性能带拓扑适用 超越线性能带拓扑

T. Jiang, LC Zhao, to be published.

Chen number of the three 

linear bands are +1, -2, +1

二、孤子中的几何相位



二、孤子中的几何相位

SOC

晶格系统电子波包 

反常速度漂移几何相位

BEC

鲜明的粒子性和波动性 
可方便观测轨道和相位 

参数空间R的拓扑 孤子

如何发挥孤子的优势探究几何相位和反常速度漂移效应？

单粒子情形的主要问题：波函数的快速色散



二、孤子中的几何相位

赝自旋
孤子 轨道

SOC 

SOC产生参数
空间R的拓扑

非线性相互作用

相位



二、孤子中的几何相位

k 和 rc的关联性

巡回演化
几何相位

反常轨道漂移



二、孤子中的几何相位

孤子运动中的反常速度漂移



对比的方面 Niu 方程 孤子方程

物理情景 周期势系统 无周期势

波包特征 扩散的波包 不扩散的孤子

方程形式

波包质心的动力学方程 孤子中心的动力学方程

二、孤子中的几何相位

孤子运动中的反常速度漂移与Niu方程的区别及联系



超越线性能带拓扑的理论刻画？

二、孤子中的几何相位

可验证理论推导

或可帮助反向构建理论 

利用反常速度漂移重构参数空间的有效磁场



二、孤子中的几何相位

孤子巡回运动的几何相位

Berry phase 

action induced phase 

dynamical phase 



暗孤子：常见的一维拓扑孤子

暗孤子相位的拓扑起源？ 它的拓扑场表示？

三、孤子中的虚拟磁单极



L.-C. Zhao, Y.-H. Qin, C. Lee, and J. Liu，PRE 103, L040204 (2021)

速度为零时相位跃变解释：

三、孤子中的虚拟磁单极

暗孤子：

暗孤子相位的拓扑起源



与Aharonov-Bohm效应的比较

三、孤子中的虚拟磁单极



三、孤子中的虚拟磁单极

不可积相因子 

P. A. M. Dirac, Proc. R. Soc. Lond. A 133, 60-72 (1931)

节点线

若弦的贡献是2nπ，则磁单极的磁荷为：-
1

2
𝑛

狄拉克磁单极理论



密度零点对应拓扑矢势的奇点(磁单极)

三、孤子中的虚拟磁单极 

一维波函数密度零点一般地分

布在复平面，我们推广狄拉克

在实空间定义矢势的方式到复

平面。结果表明在复空间广泛

存在着荷为1/2的磁单极子势。

L-C Zhao, LZ Meng, YH Qin, Z.-Y. Yang, J. Liu, arXiv:2102.10914; Chin. Phys. Lett. 42, 110002 (2025) Express Letter



三、孤子中的虚拟磁单极 

对比的方面 狄拉克磁单极理论 我们的工作

空间维度 三维 一维

不可积相因子
可定义相位空间梯度的

不可交换性

无法定义相位空间梯度的

不可交换性

零点分布特征 实空间节点线 复空间的离散零点

磁单极特征 可独立出现 n/2的荷 成对出现1/2的荷



三、孤子中的虚拟磁单极

相反磁荷磁单极的碰撞产生 𝜋 相位跃变

碰撞后交换磁荷使得相位跃变反转

磁单极的碰撞可解释怪波动力学

Zhao, Meng, Qin, Yang, Liu，Chin. Phys. Lett. 42, 110002 (2025)

解决Dudley实验组怪波相位数据处理结果

的不自洽问题 

Dudley组实验和理论对比

为实验测量涉及相位奇性问题提供理论参考

Phys. Rev. A (2023)

高阶怪波背后的磁单极势

我们修正后实验和理论对比



1 孤子作为可获得的解析解研究各种相位问题颇具便捷性 

2 拓展复平面中虚拟磁单极存在具有普遍性

四、总结与讨论
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