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Brief history for theoretical studies of GWs
1 1915-1916.9 Einstein, gravitational waves does not exist
2 1916 Einstein introduces first theory of gravitational waves (monopole)
3 1918 Einstein first calculates the quadrupole formula

1 1922 Eddington corrects a factor of 2 error in Einstein’s formula
2 1923 Eddington shows that the quadrupole formula applies to a spinning

rod with a finite speed of propagation of gravity
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1 1936 年，Einstein 在给 Born 的信中说: “I arrived at the interesting result
that gravitational waves do not exist”

A. Einstein, N. Rosen. On gravitational waves.
Journal of the Franklin Institute, 1937, 223: 43-54.
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1 1938 Einstein Infeld and Hoffman (EIH) do first post-Newtonian order problem of motion
2 1941 Landau and Lifshitz claim the quadrupole formula applies to waves from binary

stars
3 1947 Ning Hu applies EIH to case of emission of waves from a binary star but finds

energy gain
4 1953 Infeld and Scheidegger claim that binary stars do not emit gravitational waves
5 1955 Rosen argues that gravitational waves cannot carry energy
6 1955 Fock recovers the quadrupole formula using his own slow-motion calculation
7 1957 Bondi and others give thought experiment to show that gravity waves do carry

energy
8 1958 Trautman shows that energy loss by binary stars cannot be transformed away
9 1959 Peres finds energy gain in binaries

10 1959, 60 Peres discovers that his previous result was due to incorrect bondary conditions.
New result agrees with quadrupole formula

11 1960 Infeld and Plebansky textbook, in which Infeld still argues that binary stars do
undergo radiation damping

12 1962 Bondi et al show that systems which emit gravitational waves lost mass
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Energy Flux of GWs for Kerr Black hole
Regge（1957）和 Zerilli（1970）将 Schwarzschild 时空中引力微扰的单个主方
程分解为奇偶两部分。但不能推广到 Kerr 黑洞。

通过使用纽曼—彭罗斯的零标架理论，Bardeen 和 Press (1973) 推导出了一
个无源的 Schwarzschild 黑洞的曲率微扰的主方程。

Teukolsky 将这套理论扩展到含源的 Kerr 黑洞中 (1973)，取 ΨB
4 =

(ρ̄∗)−4ϕB
4 , 从而推导出 s = −2 曲率微扰方程
 (r2 + a2)2

∆
− a2

sin
2

θ

 ∂2ϕB
4

∂t2
+

 2(r2 + a2)∆′

∆
− 8r − 4ia cos θ

 ∂ϕB
4

∂t

− ∆
2 ∂

∂r

 1

∆

∂ϕB
4

∂r

 −
1

sin θ

∂

∂θ

sin θ
∂ϕB

4
∂θ

 +

 a2

∆
−

1

sin2 θ

 ∂2ϕB
4

∂φ2

+

 2a(r2 + a2)

∆
− 2a

 ∂2ϕB
4

∂t∂φ
+

(
2a∆′

∆
+

4i cos θ

sin2 θ

)
∂ϕB

4
∂φ

+
[
4 cot

2
θ + 2

]
ϕ

B
4 ≡ T (−2)

, (1)
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Teukolsky 方程

把 ϕB
4 和 T(−2) 用 sSaω

lm(θ) 展开
ϕ

B
4 =

∫
dω

∑
l,m

R(−2)
lmω

(r)sSaω
lm (θ)e−iωteimφ

, T (−2)
=

∫
dω

∑
l,m

T (−2)
lmω

(r)sSaω
lm (θ)e−iωteimφ

. (2)

Teukolsky 方程：

∆−s d
dr

(
∆s+1 dR

dr

)
+

(
K2 − 2is(r − M)K

∆
+ 4isωr − λ

)
R = sTℓmω (3)

1
sin θ

d
dθ

(
sin θ

dsSaω
lm

dθ

)
+
(

a2ω2 cos2 θ − m2 + 2sm cos θ

sin2 θ
2saω cos θ

− s2 cot2 θ + s + A
)

sSaω
lm = 0, (4)

应用于任意的自旋权重场：

无源：似正模、霍金辐射、超辐射、伽玛射线暴的中心引擎和宇宙喷流

含源: 自力、微扰场的辐射、引力波波形建模、引力波回声和潮汐耦合
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点源 Teukolsky 方程的求解

Sasaki 的低阶模的后牛顿的部分格林函数：
（1）计算 RW 方程，得到 Schwarzschild 黑洞的 5.5PN 的入射波解（PLA 87, 85

(1981), PTP 1994, 92(4):745–771）。

（2）用 Sasaki-Nakamura 变换，得到 Kerr 黑洞的 4PN 的入射波解（PRD,

1996, 54:1439–1459）。

（3）用球 Hankel 函数，仅能得到 Schwarzschild 黑洞的 1PN 的出射波解
(PRD, 1995, 51(10):5753–5767)，

但不适用 Kerr 黑洞。
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点源 Teukolsky 方程的求解 - 高精度求解

Mano-Suzuki-Takasugi (MST) 方法的完整格林函数
Mano 等人改进了 Leaver 解，提出了二阶的后闵可夫斯基展开的完整解
（PTP, 1996,96(3):549; PTP, 1996, 95(6):1079.）。

Fujita 改进了 MST 方法的重整化角动量：
（1）任意的浮点精度的数值解（PTP, 2004, 112(3):415; 2005, 113(6):1165）。

（2）Schwarzschild黑洞的 23PN和 Kerr黑洞的 16PN的引力辐射（PTP, 2012,

128(5):971–992; PTEP, 2015, 2015(3):33E01）：

蔡荣根、曹周键、韩文标（Chin Sci Bull, 2016, 61: 1525–1535）：

Teukolsky 方程的精确的解析解至今还未得到。

我们得到了Teukolsky 方程的精确的解析解，进而得到精确引力波能流
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Formal Solution for Energy Flux of GWs

径向 Teukolsky 方程的通用形式：[
∆−s+1

n
d
dr∆

s+1
n

d
dr + V(r)

]
Rℓmω = ∆n sTℓmω, (5)

其中，

∆n =

n∑
i=0

biri =

n∏
i=1

(r − ri), (6)

本文关注 ∆2 型的 Teukolsky 方程，即 ∆2 = (r − r−) (r − r+) ≡ ∆,
r− 是内视界，r+ 是外（事件）视界。
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格林函数法

齐次 Teukolsky 方程解 Rin,up
ℓmω (r) 满足边界条件：

Rin
ℓmω →

 Btrans
ℓmω ∆−se−iPr∗ , r → r+

Bref
ℓmωr1−seiωr∗ + Binc

ℓmωr−1e−iωr∗ , r → +∞,
(7)

Rup
ℓmω

→

 Cup
ℓmω

eiPr∗ + Cref
ℓmω∆−se−iPr∗ , r → r+,

Ctrans
ℓmω r1−seiωr∗ , r → +∞,

(8)

非齐次 Teukolsky 方程的解

Rs
ℓmω =

1
2iωCtrans

ℓmω Binc
ℓmω

{
Rup(s)

ℓmω

∫ r

r+
dr̃

Rin(s)
ℓmω (r̃)T(s)

ℓmω(r̃)
∆2(r̃)

+ Rin(s)
ℓmω

∫ ∞

r
dr̃

Rup(s)
ℓmω (r̃)T(s)

ℓmω(r̃)
∆2(r̃)

}
, (9)

可写为：

Rs
ℓmω(r) = sZ̃∞

ℓmωRup(s)
ℓmω (r) + sZ̃H

ℓmωRin(s)
ℓmω (r), (10)

其中渐近振幅 Z̃∞,H,s
ℓmω ：

sZ̃∞,H
ℓmω =

1
WC

∫ ∞

r+
dr′ sTℓmω(r′)Rin,up(s)

ℓmω (r′)
∆2(r′) , (11)
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准圆轨道的辐射能流

对于在准圆轨道上的非自旋黑洞双星，渐近振幅 sZ̃H,∞
ℓmω 的形式为

sZ̃∞,H
ℓmω =

1
2iωBinc

ℓmω

∫ ∞

r+
dr′ sTℓmω(r′)Rin,up

ℓmω (r′)
∆2(r′)

, (12)

sZH,∞
ℓmω = sZ̃H,∞

ℓmω δ(ω − m Ω). (13)

在无穷远处的辐射能流:∣∣∣∣
s

〈
dE
dt

〉
∞

=

∞∑
ℓ=2

ℓ∑
m=−ℓ

sβℓmω
|sZ̃∞

ℓmω|2

4πω2(|s|−1) , (14)

在事件视界处的辐射能流：∣∣∣∣
s

〈
dE
dt

〉
H
=

∞∑
ℓ=2

ℓ∑
m=−ℓ

sαℓmω
|sZH

ℓmω|2

4πω2 , (15)

无穷远处和事件视界处的角动量流由以下给出：∣∣∣∣
s

〈
dJ
dt

〉
H,∞

=
1
Ω

∣∣∣∣
s

〈
dE
dt

〉
H,∞

(16)
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一般轨道的引力波能流

一般轨道的引力波振幅 Z∞,H
lmω 改写：

Z∞,H
lmω =

∞∑
k=−∞

∞∑
n=−∞

Z∞,H
ℓmknδ(ω − ωmkn) , (17)

Z∞,H
ℓmkn = e−imϕ0 J∞,H

ℓmkn/Υt . (18)

J∞,H
ℓmkn =

1
ΛrΛθ

∫ Λr

0
dλ̂r einΥrλ̂r

∫ Λθ

0
dλ̂θ eikΥθλ̂θ J∞,H

lmω [r(λ̂r), θ(λ̂θ)] . (19)

其中，ωmkn = mΩϕ + kΩθ + nΩr。一般轨道的引力波能流、角动量流和 Carter
常数：

〈
dE
dt

〉
=

∑
ℓmkn

1
4πω2

mkn

(
|Z∞

ℓmkn|2 + αℓmω|ZH
ℓmkn|2

)
, (20)〈

dLz
dt

〉
=

∑
ℓmkn

m
4πω3

mkn

(
|Z∞

ℓmkn|2 + αℓmω|ZH
ℓmkn|2

)
, (21)〈

dQ
dt

〉
=

∑
ℓmkn

(Lmkn + kΥθ)

2πω3
mkn

(
|Z∞

ℓmkn|
2
+ αℓmω

∣∣ZH
ℓmkn

∣∣2). (22)
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问题的关键点

问题的关键是求解渐近振幅 Z̃∞,H,s
ℓmω ：

sZ̃∞,H
ℓmω =

1
WC

∫ ∞

r+
dr′ sTℓmω(r′)Rin,up(s)

ℓmω (r′)
∆2(r′) , (23)
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无源 Teukolsky 方程的解析解

无源的 Teukolsky 方程：[
∆−s+1 d

dr∆
s+1 d

dr + V(r)
]

Rℓmω = 0, (24)

其通解为：

Rℓmω(r) = C1Rβ
0 (r) + C2R−β

0 (r), (25)

和

R±β
0 (r) = S±β

0 (x)H±β
0 (x), (26)

S±β
0 (x) = (−x)

1
2 (±β−s)

(1 − x)
1
2 (γ−s)e 1

2αx, (27)

x = − r − r+
r+ − r−

. (28)

如何确定 H±β
0 (x)？
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无源 Teukolsky 方程的解析解

将方程(26)、(28) 和(27) 代入方程(24)：

H′′(x)−
(
−x2α+ (−2 − β − γ + α) x + 1 + β

)
x (x − 1) H′(x)

−

 ((−2 − β − γ)α− 2δ) x
+(β + 1)α+ (−γ − 1)β − γ − 2η

 H(x)
2x (x − 1) = 0. (29)

方程(29)是标准的合流 Heun 函数对应的微分方程。其两个线性独立的特解
H±β

0 (x)：

Hβ
0 (x) = HeunC(α, β, γ, δ, η; x), (30a)

H−β
0 (x) = (−x)−βHeunC(α,−β, γ, δ, η; x), (30b)

其中，α、β、γ、δ 和 η 都是需要根据给定黑洞时空才可确定的参数。
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无源 Teukolsky 方程的解析解

无源的 Teukolsky 方程的通解为：

Rℓmω = C1Sβ
0 (x)HeunC(α, β, γ, δ, η; x) + C2S−β

0 (x)HeunC(α,−β, γ, δ, η; x). (31)

合流 Heun 函数在外视界的渐近行为：

lim
x→0

HeunC(x) = 1, r → r+. (32)

合流 Heun 函数在无穷远处的渐近行为：

lim
|x|→∞

HeunC(x) → Dβ
⊙ x−

β+γ+2
2 − δ

α + Dβ
⊗e−αxx−

β+γ+2
2 + δ

α , r → ∞, (33)

只有当常数 Dβ
⊗ 和 Dβ

⊙ 已知时，才能根据边界条件确定 C1 和 C2。

菲齐耶夫认为(CQG, 2006, 23(7):2447; arXiv: 0902.2411v2)：

求解 C1 和 C2 是一个尚未解决的数学难题
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合流 Heun 函数在无穷远处的渐近解析式

渐近行为 (33) 中的常数 Dβ
⊙ 和 Dβ

⊗ 可以表示为

Dβ
⊙ = Ξβ

n,νDβ
⊙,n,ν + e−iπ(ν+ 1

2 )
sinπ

(
ν + δ

α

)
sinπ

(
ν − δ

α

)Ξβ
−n,−ν−1Dβ

⊙,−n,−ν−1, (34)

Dβ
⊗ = Ξβ

n,νDβ
⊗,n,ν + eiπ(ν+ 1

2 )Ξβ
−n,−ν−1Dβ

⊗,−n,−ν−1, (35)
其中，

Dβ
⊙,n,ν = (−1)

γ+β+2
2 + δ

α
(α

2

)τ ( −
iα

2

)− γ+β+2
2 − δ

α e−
iπτ+α

2 × 2−1− δ
α e

iπ
2
(
ν+1+ δ

α

)
Ξ
β
n,ν

Γ
(
ν + 1 + δ

α

)
Γ
(
ν + 1 − δ

α

) ,

Dβ
⊗,n,ν =

(
−1
) γ+β+2

2 − δ
α

(α

2

)τ(
−

iα

2

)− γ+β+2
2 + δ

α

× e−
iπτ−α

2 Ξ
β
n,ν

2−1+ δ
α e−

iπ
2
(
ν+1− δ

α

)
+∞∑

n=−∞
fνn

×
+∞∑

n=−∞
(−1)n

(
ν + 1 − δ

α

)
n(

ν + 1 + δ
α

)
n

fνn .
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归一化的入射波解和出射波解的振幅

归一化的入射波解 Rin
ℓmω 和出射波解 Rup

ℓmω：

Rin
ℓmω = Sβ

0 (x)HeunC(α, β, γ, δ, η; x). (36)

Rup
ℓmω = (−1)β+1 D−β

⊙

Dβ
⊙

Sβ
0 (x)HeunC(α, β, γ, δ, η; x)+S−β

0 (x)HeunC(α,−β, γ, δ, η; x),

(37)
和归一化的渐近振幅（Btrans

ℓmω = Ctrans
ℓmω = 1）：

Binc
ℓmω = (−rx)

1−2s+i ma
r+ (2M)

−i ma
r+ ei ma

2M (−1)−
β+γ+2

2 − δ
α Dβ

⊙, (38a)

Bref
ℓmω = (−rx)

(
−

2M

rx

)2iM(P+ω)

e−i(P+ω)r+(−1)−
β+γ+2

2 + δ
α Dβ

⊗, (38b)

Cref
ℓmω = (−rx)

−1+2iM(P+ω)
(2M)

−2iM(P+ω)ei(P+ω)r+(−1)2+ β+γ
2 − δ

α
D−β
⊙

Dβ
⊙

D̃, (38c)

Cup
ℓmω

= (−rx)
−2s−1+i ma

r+ (2M)
−i ma

r+ ei ma
2M (−1)

−β+γ+2
2 − δ

α D̃. (38d)

其中，̃D =

D−β
⊗ −

D−β
⊙

Dβ
⊙

Dβ
⊗

−1
.
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关键问题得到解决

sZ̃∞,H
ℓmω =

1
WC

∫ ∞

r+
dr′ sTℓmω(r′)Rin,up(s)

ℓmω (r′)
∆2(r′) , (39)
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入射波解和出射波解: 合流 Heun 函数的渐近行为

JCAP 的评审意见：
文献 [Commun. Math. Phys, 2023,397(2):635–727]也推导出了类似公式(33)的结果，
但其需要低频或者高频展开。而该文的渐近解析式(33)则不受任何物理约
束，其他人的结果是该文结果的特殊情况。
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Comparison with other methods
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合流 Heun 函数在无穷远处的渐近解析式的验证

例子：当 ω = 0.1（低频）和 s = −2(引力场) 的 (2,2) 模式时，三大数学软件和我
们的解析式关于合流 Heun 函数在大 r0 处的渐近行为

左图：实部 右图：虚部
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Figure 1: Mathematica 的合流 Heun 函数的发散行为
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HeunC 函数在无穷远处的渐近解析式的验证

左图：实部 右图：虚部
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Figure 2: Maple 的合流 Heun 函数的发散行为
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合流 Heun 函数在无穷远处的渐近解析式的验证

左图：实部 右图：虚部
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Figure 3: 我们的渐近解析式与 MATLAB 在大 r0 处是收敛的
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合流 Heun 函数在无穷远处的渐近解析式的验证

Table 1: 当 ω = 0.1 和 s = −2 时，(2,2) 模的四种方法的合流 Heun 函数的计算时间
（秒）.

r0 本文的解析式(33) MATLAB MAPLE Mathematica

[400M, 500M] 0.0005209 0.081162 26.281 2.51563
[900M, 980M] 0.0005361 0.132998 40.953 发散

[3000M, 3100M] 0.0005731 0.405863 发散 发散
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Schwarzschild 黑洞中准圆轨道的辐射能流

例子：任意自旋权重场的总能流

Table 2: 当 N = 100 和 r0 = rISCO 时，四种方法的总能流 s ⟨dE/dt⟩∞,H 与精确解之间的相对误差 (RE )。

s ⟨dE/dt⟩∞ 的相对误差 (2 ≤ ℓ ≤ 25) s ⟨dE/dt⟩H 的相对误差 (2 ≤ ℓ ≤ 11)

s Method HeunC MST-RTE MST-RWE 23PN HeunC MST-RTE MST-RWE 23PN

−2
RE 6.354E-73 2.769E-52 9.458E-51 1.496E-4 3.135E-76 2.308E-51 5.370E-51 1.750E-3

CPU(s) 197.9 591.7 588.1 NA 53.0 91.2 91.9 NA

+2
RE 7.421E-72 7.993E-53 1.303E-50 NA 6.222E-74 9.458E-51 5.370E-51 NA

CPU(s) 193.6 571.3 576.1 NA 54.7 88.8 93.1 NA

−1
RE 6.274E-72 1.136E-52 NA NA 4.633E-76 5.302E-52 NA NA

CPU(s) 192.0 574.8 NA NA 51.2 94.9 NA NA

+1
RE 3.880E-72 2.132E-52 NA NA 9.675E-75 9.867E-51 NA NA

CPU(s) 189.5 599.2 NA NA 51.4 98.0 NA NA

0
RE 5.539E-59 1.343E-52 NA NA 4.802E-53 3.451E-51 NA NA

CPU(s) 139.2 295.5 NA NA 29.2 52.5 NA NA
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Kerr 黑洞中一般轨道上运动的引力波能流

准圆轨道 ♣ 球轨道 ♢ 椭圆轨道 ♡ 一般轨道 ♠

a ∆E HeunC MST xI ∆E HeunC MST e ∆E HeunC MST e ∆E HeunC MST

0.1
10−20 34 38

0.1
10−20 34 39

0.1
10−20 32 44

0.1
10−20 32 43

10−30 44 56 10−30 44 61 10−30 42 64 10−30 42 63

0.3
10−20 36 38

0.3
10−20 33 39

0.3
10−20 35 44

0.3
10−20 31 43

10−30 45 57 10−30 43 59 10−30 42 64 10−30 41 62

0.5
10−20 38 38

0.5
10−20 33 39

0.5
10−20 36 44

0.5
10−20 32 43

10−30 48 57 10−30 44 59 10−30 42 65 10−30 42 63

0.7
10−20 43 43

0.7
10−20 34 39

0.7
10−20 35 42

0.7
10−20 37 44

10−30 53 57 10−30 44 60 10−30 44 62 10−30 46 64

0.9
10−20 53 54

0.9
10−20 34 40

0.9
10−20 44 44

0.9
10−20 39 46

10−30 64 78 10−30 44 61 10−30 49 63 10−30 47 68

[♣] pISCO = 6M 处的圆轨道参数为 ℓmax = 6. (xI 是轨道倾角的余弦值)
[♢] p = 10M 处的球轨道参数为 a = 0.9, e = 0, ℓmax = 6, 1 ≤ n ≤ 5.
[♡] p = 10M 处的椭圆轨道的参数为 a = 0.9, θinc = 0, ℓmax = 5, 1 ≤ k ≤ 3.
[♠] p = 10M 处的一般轨道参数为 a = 0.9, xI = 0.1, ℓmax = 4, 1 ≤ n ≤ 3, 1 ≤ k ≤ 3.
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Schwarzschild 黑洞中准圆轨道上的辐射能流

例子：r0 = rISCO 时，不同浮点数 N 的四种方法与精确解的能流 s ⟨dE22/dt⟩∞,H 的相

对误差

左图：无穷远处的辐射能流 右图：视界处的辐射能流
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Figure 4: 引力场的能流比较
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与近似解的比较

与 Sasaki 的后牛顿展开的结果相比，我们的优势：
1 一个无需级数展开的完整解析解。
2 出射波解 (37) 是满足 Wronskian 行列式的守恒条件。
3 不受缓慢运动和弱场近似的限制，（视界处）比后牛顿更准确。

与 MST 方法相比，我们的优势：
1 一个简单的合流 Heun 函数，无需计算双边无穷级数。
2 没有任何的限制，而 MST 方法受低频近似的限制。
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Conclusion and Outlook
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Conclusions and Outlook

1 引力波能流的计算，克服计算难点：大离心率、高自旋、高阶模和强场区域。

而且，结果优于高阶的后牛顿展开、MST 法和数值积分法。

2 给出了合流 Heun 函数在无穷远处的渐近解析式：
其计算结果优于三大数学软件。

3 给出了 Kerr 时空的含源 Teukolsky 方程的精确的解析解（无需低频、慢动
或弱场的条件约束）。

4 作为一种新的求解含源 Teukolsky 方程的范式：
（1）二阶的黑洞微扰 [Spiers, Pound, Barack (AAK), Wardell, van de Meent]

（2）修改引力 [陈雁北的 Teukolsky 方程：PRX, 2023,13(2):021029]
（3）复杂时空（Kerr-Newman anti-de Sitter）[PTP. 1998, 100(3):491–505]
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Thanks !Thanks !
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